Planche n° 32. Séries numériques : corrigé

Exercice n°1 :

1) Soient a et b deux réels. Pour tout entier naturel n non nul, deux intégrations par parties fournit

s

r (at? + bt) cos(nt) dt = [(atz + bt) Sm(m)r — r(Zat +b) sinnt) _ 1 J (2at +b)(—sin(nt)) dt
0

0 - i u 3
= % ([(2at+b)COST(1T1t):|7T _J” 2a cos(nt) dt) = Lz {(zat+b)005(“’t) 7
0 0 n oy .

= % (2am+b)(=1)™ —b)

puis

" 1 1

(at? + bt) cos(nt) dt = Lz sSvn>1, = ((2an+b)(-1)" —b) =
n n

vn € N, J )

0
Svn>1, 2an+b)(-1)"—-b=1

1
b=—leta=—.
& et a I

1 e
yn>1, — :J (— — t) cos(nt) dt.
o \2m

2) Pour n > 1, Z l = ZJ' (—7_[ —t) cos(kt) dt = J (t— —t) Z cos(kt) dt. Pour t € [0, 7], posons

21
0 k=1

fa(t) = Z cos(kt). Pour t € [0, 7,

k=1
2sin (%) fn(t) = ; 2sin (%) cos(kt) = k: (sin ((k+ %) t) —sin ((k— %) t))
= sin <<n + %) t) —sin <<%> t> (somme télescopique)
= sin (7(211 + ”t> — sin (E
N 2 2

t 1
Par suite, si t €]0, 7] de sorte que 2sin (z) #£0, fa(t) = — et d’autre part, f,(0) =n.

WL 2
111 2

t2 P n+ Nt 1/t
3) Pour t €]0, 7, (E —t) fn(t) = %ﬂ <t> sin <( n;— ) > ~5 (E —t>. Pour t €]0, 7], on pose alors
2sin | =
2
2
g(t) = 27T7t La fonction g est continue sur ]0, 7t] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = —1. En notant
2sin z

encore g le prolongement obtenu, pour tout entier naturel n non nul,
n
1 1 (™ [ 12 ” (2n+1)t
— = — —t)dt+ t)sin | ———— ).
2 @ 2L (27‘[ ) Jog()m( 2
k=1
Puisque la fonction g est continue sur le segment [0, 7], le lemme de LEBESGUE permet d’affirmer que

lim J' g(t)sin (M> =0 et donc

n—+oo |, 2
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Exercice n°2 :

1
1) Soit n € N*. Soit k € [1,n]. J
0

T dt = [—] =% Donc,
0

n (_])kfl n 1 1 n
> — = Z(—U‘HJ th! dt:J (Z(—t)‘”) dt

k=1

] ] n 1 mn
:JLdt—(—mJ ttdtzmz—(—n“J Yoat

o T+t o 1+ o T+t
1o 1 on 1
De plus, (—1)“J dt :J —dth thdt = ——.
0 1+t 0 1+t 0 n+1
1 Togn
Puisque lim —— = 0, on en déduit que lim (—1)“J dt = 0. Mais alors, la suite des sommes partielles
n—+oo N+ 1 n-5+o0 o 1+t
- (D —nn!
Z e converge ou encore la série de terme général ———— n > 1, converge et
k=1 n>1 "
1
2) Soit n € N*. Soit k € [1,n]. Jo t2F dt = N1 Donc,
n ( ])k n 1 1 n
—— =) (=D % dt:J —t)k ] dt
Y =Y )L (X
k=0 k=0 k=0
1 1— (_tZ)nJr] 5
:L o dt (e e e 01, €2 £1)
1 1 2n 1 2n
1 t T t
=| —— dt+ (1" dt=—+(-1"| —— dt.
Ll+t2 +(=1 Ll+t2 4+( ) J01+t2
1 2n 1 2n 1 5 1
De pl | —=dt|=| —=dt<| ™" dt= .
e plus, (1) J01+t2 J01+t2 L 2n+1
-I 1 th
Puisque lim = 0, on en déduit que lim (—1)“J' dt = 0. Mais alors, la suite des sommes partielles
n—+oo 2n + 1 n—-+oo o 1+ t2

(="

2k , > 0, converge et

2n+1

— (—1)*
E converge ou encore la série de terme général
+1
k=0 n>1

=

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



Exercice n° 3 : La suite (u,) est strictement positive.

Inn Inn Inn

1) e Pour tout n € N*, n3/2 x — = —=. D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim —= = 0 et donc
n Vﬁ nﬁ+w.¢ﬁ
Inn Inn 1 . 3 . 1
n3/2 x — = ofl)ouencore —- = o —5 |.Puisque 5 > 1, la série de terme général —- converge et donc la
n< n—+oo n< n—+oo ns 2 n3

L. ., lnn
série de terme général —- converge.
n

2
. D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim

2 7 1.2 5>— = 0 et donc
ynlh“n  In“n no+oo In“m

e Pour tout n € N*, n x

1 1
————— est prépondérant devant — quand n tend vers +oo. Puisque la série de terme général — diverge, la série de
Vvnln“n n
terme général ——— diverge.
nln“n
— X
In® n . .
quand n tend vers +oo et donc la série de terme général u,, n > 2, diverge grossiérement.

2) Si a < 0, on peut écrire u, = avec —x > 0. D’aprés un théoréme de croissance comparées, 1, tend vers +oo

1 nlfa

3) On suppose que 0 < ax < 1. n X avec 1 — o > 0. D’aprés un théoréme de croissances comparées,

1
pour tout réel 3, lim ——p . — too. Par suite, 5
. n—too n& P n . n*n"n
la série de terme général u,,, n > 2, diverge.
1 1

(x+1)/2 _ & —
4) On suppose que o« > 1. n X P a2 avec

nclnfn  InPn

1
est prépondérant devant — quand n tend vers +oco et donc
n

> 0. D’aprés un théoréme de croissances

atl 141
2 2

comparées, pour tout réel 3, nEI—lr—loo e 2P = 0. Donc, <P n e o (W) Puisque

la série de terme général converge et donc la série de terme général u,, converge.

a+1
n 2

1
5) Dans cette question, pour tout n > 2, u,, = -
nln"n

In—P
a)Sip <0 up=— "

tous les cas, si < 0, la série de terme général u, diverge.

1 1
avec —f > 0. Dans ce cas, u, est prépondérant devant o en 400. Si =0, u, = 1 Dans

b) e Soit B > 1. Vérifions que la série de terme général u, converge. Puisque la suite (un), oy est positive, on sait que la
n

série de terme général u,, n > 2, converge si et seulement si la suite des sommes partielles ( E uk> est majorée.
k=2 n>2

La fonction t — tInP t est strictement croissante sur 11, 400[ en tant que produit de fonctions strictement positives et

strictement croissantes sur ]1, +oo[. Donc, la fonction t — est strictement décroissante sur ]1, +oo[ en tant qu’inverse

tinP t
de fonction strictement positive et strictement croissante sur ]1, +ool.

On en déduit que pour n > 3,

b 1 1 LI
= + —_—
Z kInPk  2mmP2 Z kInP K

k=2 k=3
1 =k 1 1 o
< —+ dt = +J —— dt
2102 ];Jkl tinft 2InP2  J; thoft
1 1 " 1 1 1
=omba | BTl JmPa BT, B
2In® 2 (B—1)In t], 2In"2 (B—1)ln 2 (B—1In n
1 1
< + car B —1>0).
2InP2 us—nmﬁ*‘z( P )
n
Ainsi, si B > 1, la suite des sommes partielles (Z uk> est majorée et donc la série de terme général u,, converge.
k=2 n>2
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e Vérifions que la série de terme général

1
o diverge. Par décroissance de la fonction t — n sur ]1, 4oo[, pour n > 2,

n 1 n k+1 1 n+1 1
> — dt = — dt
k:zklnk EJ'k tlnt J'z tlnt

= [In|lnt/}"" = In(In(n + 1)) — In(In 2).

n
Puisque lim (In(In(n+1)) —In(In2)) = 400, on en déduit que lim Z = 400 ou encore que la série de terme
N too n—too = klnk
1
général T n > 2, diverge.
1 1/nnfn 1/nnfn
Enfin, si f < 1, ——— est prépondérant devant en +oo car /711 =1In'""Pn et donc /711 tend vers +oo
nPn 1/nlnn 1/nlnn
quand n tend vers +oo car 1 — 3 > 0. On en déduit que la série de terme général P n > 2, diverge.
nin®n
En résumé, la série de terme général I n > 2, converge si et seulement si 3 > 1.
nin®n
Exercice n°4 :
n?+n+1

nZ+n—1

un=1n<1+l+%)—ln(1+l—%>
n n n n
1 1 1 1 1
n oo <H+O<¥)>_ <H+O<¥>) n:mo(m)-

: 1 . .
Comme la série de terme général —, n > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant o > 1), la série de terme général u,
n
converge.

1) Pour n > 1, on pose u, =1In ( ) Pour tout entier n > 1, u, existe. De plus

1
2) Pourn > 2 on pose u, = ——— . Vn > 2, u, existe et de plus u ~ —. Comme la série de terme général
) P T (—hhyn o P " notoo &
1

o n > 2, diverge et est positive, la série de terme général w,, diverge.

n+3
2n+1

In(un) =In(n)ln (21—:_31) =In(n) (ln (%) +1In (1 + f—1> —1In (1 + 2]_71))
— In(m) <—ln2+0<l>) — _In2l(n )+o<1n“>
n—-+oo n n—-+oo n

= —In2ln(n)+o(1).

n—-+oo

Inn
3) Pour n > 1, on pose u,, = < > . Pour n > 1, u, existe et u,, > 0.

1
Donc u, = en) ~  e-nZlnn _ —.5- Comme la série de terme général
n—-+oo n'n

d’exposant o < 1) et est a termes positifs, la série de terme général u,, diverge.

Rl n > 1, diverge (série de RIEMANN

‘I n
4) Pour n > 2, on pose u, = ) In(chr)” U, existe pour n > 2. In(chn) e In (e_) =n—1In2 T puis
1

™ oo nin(m)

> 0.

. . 1 : . : .
Vérifions alors que la série de terme général R n > 2, diverge. La fonction x — xInx est continue, croissante et
nlnon

strictement positive sur |1, 400 (produit de deux fonctions positives et croissantes sur ]1,+ool). Par suite, la fonction

X —

est continue et décroissante sur |1, +o00[ et pour tout entier k supérieur ou égal a 2,

1 k+1 1
>
klnk /J xInx dx

xXinx
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Par suite, pour n > 2,

n 1 n k+1 1 n+1
> >y J dx = J dx =In(In(n+1)) —In(In(2) — +oo.
k=2 k=2

klnk r  xInx > xInx n—+oo

On en déduit que la série de terme général u,, diverge.

/ 1 1
5) Pour n > 1, on pose u, = Arccos { 1—¥. U, existe pour n > 1 car pour n > 1, { 1—¥ € [-1,1]. De plus

U, — 0. On en déduit que
n—-+oo

'()—'Ai/11—11]2/3—112 !
Un n_}~+oo sin(W, ) = sin ICccos 2= 2 e +3n2 +o0 w2
2 1
n—>~+oo\/;xg>0

qui est le terme général d’une série de RIEMANN divergente. Donc la série de terme général u,, diverge.

2
n
6) Pour n > 1, on pose u, = m Pour n > 1
n—1)!
5 , m3 b
nu, =n° x — = —.
n! n!
s P . ) P 1
D’aprés un théoreme de croissances comparées, n“un tend vers 0 quand n tend vers +0o0 ou encore un = o — |.
n—-+oo n

On en dé dult que la série de terme géné ral Uun converge.
) P()llI n > ] on po Un, = —] - —] Un t d,ﬁ i P n > ] P n > ] ] € :|0 |: ¢ d
7 5 Se COS . es €Iinl1 pou cal our 5 C

cos — > 0. Ensuite

N

1cos] *11—14—]—}—1 *—14—]—1-}-1
n \/ﬁ n~>_+oo . n 241’12 © le n~>_+oo n 24112 8112 © le

Puis nln ( cos ! = —1 — ! + ! et donc
WSS T ) w2 120 %\n .
1

1 1 1 )
_ onln(cos(1/ym) _ - L ( —rwto(x) ) ~ e
tn =€ Ve notoo e e 1 no+oo  12n4/e <0.

La série de terme général —

8)

est divergente et donc la série de terme général u,, diverge.

1
12ny/e
2 n 2

2
In EArctan n 1 =In 1—3Arctan o
T n T n? 41
—— < 0.

~ —— Arctan —S— N tes e
n—+oo 7T n?+1) nos+0 7TN24+1n-400 N7

Donc, la série de terme général u,, diverge.

/2 cos?x

9) Pour n > 1, on pose u, = ——— dx.
) - P " Jo n2 + cos2 x

COS2 X

Pour _
n? + cos? x

T
] et positive et donc, u, existe et est positif. De plus,

1, la fonction x — dx est continue sur [O, 5
1

nz
pour n >

)

o M40 2nZ

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



La série de terme général Iz converge et donc la série de terme général u,, converge.
n

10) —/2sin (7—T + l> = —gin (l) — cos (l) = —-14+0 <l) puis
4 n n n/ n-+oo n

1 1
- Zsin(E—i——)lnn = —Inn )—i—O(nn) = —In(n)+o(1).
4 n n—-+oo n n—-+oo
Par suite,
_ sin( =4+ 1 _ 1
O<'LLTL:€ Zam(4+“)lnn - e lnn:_.
n—-+oo n

1
La série de terme général o diverge et la série de terme général u,, diverge.

11)n1n<1+l> = 1—L+0<1>etd0nc
n/ n—-+oo n n

1 1
Un = e—e]_ﬁ”—o(%) = el1l—1+—+4o0( — i>O
n—o+oo n—-+oo n n netoo 210

e
La série de terme général I diverge et la série de terme général u,, diverge.

Exercice n°5

1) Si P n’est pas un polynome unitaire de degré 3, u,, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge
grossiérement.

Soit P un polynéme unitaire de degré 3. Posons P = X3 + aX? + bX +c.

2\ R T
Unp =mn (]"‘?) _(]—’_H—F?—F?)
1 1 a b a? 1
e (o >)‘(”Wﬁ‘w+o<ﬁ)>)
— _E_|_ l_E+a_2 1+O 1
notoo 3 2 3 9 n2

e Sia#0,u ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossiérement.

1T b\ 1
eSia=0 et - —= 75 0, u ~ — — = | —. u, est donc de signe constant pour n grand et est équivalent au terme
i 2 3/n
général d’une série dlvergente. Donc la série de terme général u,, diverge.
1 b 1
eSia=0et-—==0,uy, = O/ — |.Dans ce cas, la série de terme général u, converge (absolument).
2 3 n—+o0 n?

3
En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement sia =0et b = 5 Ou encore la série de terme général un,

3
converge si et seulement si P est de la forme X3 + EX +c,ceR

1
2) Pour n > 2, posons u,, = 55(1’1). Pour n > 2,

101 1
0<Sn+1)= —x — < = — = =S(n)
gp pm ZPZ_ZP“ 2
et donc Vn > 2, S(n) < ZSTE)Z Par suite,
182 1
OSUn SIS 7 0 50 © (F)
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Pour tout réel «, la série de terme général u, converge.
1
3) Yup € R, ¥n € N*, u, > 0. Par suite, Vn > 2, 0 < un < -

. . . 1 . .
On en déduit que lim wu, =0 et par suite u,, ~ — > 0. La série de terme général u,, diverge.
n—-+oo n—+oo M

. T
4) Jim un =7 -

1\¢ n—+oo 1 n—+oo E
1+<1——2) 2+O<—2>
n n
Par suite, la série de terme général u, converge si et seulement si a = 0.

k k+1
x3/% dx < k372 < J x3/% dx puis

5) La fonction x — x3/2 est continue et croissante sur Rt. Donc pour k > 1, J
k

k—1
pour n € N* :

n n ook n nook+1 n+1
J' x3/2dx:ZJ' x3/2dx<Zk3/2<ZJ x3/2dx:J x3/% dx
k—1 ”

0 k=1 =1 k=1"k !
ce qui fournit

2 mn
gn5/2 < Zka/z <
k=1 k=1

n 15/2
((n+1)5/2—1)etdoncZk3/2 ~ N

n—+oco 5

Q1 N

: : . 7
> 0. La série de terme général u,, converge si et seulement si o« > =.

1
Donc u, ~ >

2
p— >< [
notoo 5 a3

Exercice n° 6

n+1 1 . .. PP 1
1) I neo o} <?) Par suite, la série de terme général I converge.
+oo
ler calcul. Soit S = n3_—:1 Alors
n=0
ls:Jroon_}_] JrooliJrioon_’_.l_JrooL
3 3n+1 3n 3n 3n
n=0 n=1 n=1 n=1
1 1 3
—(S-1—s— =52
S-1-3—7=5-3
3

On en déduit que S = Z

n
2éme calcul. Pour x € R et n € N, on pose f,,(x) = Z x¥.
k=0
Soit n € N*. f,, est dérivable sur R et pour x € R,

n—1

f/(x) = i k=3 (e xS,

k=1 k=0

Par suite, pour n € N* et x € R\ {1}
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3 (ke Txk =L (x) = (Xn—‘) I (e Ve O B G et L

_ _1)2 - _1)2
= x—1 (x—1) (x—1)
o n—1 o
1 k+1 T an— 9
Pourx:g, on obtient l;) ;; -3 ] 3: ]2 et quand n tend vers U'infini, on obtient de nouveauS:Z.
5-)
2k —1 3 1 5
2) P k>3, = — — —————_ Pui
) Pour G_4k 8(k—2) T4k B8k+2 S
DRSS S N o -5 o BREY S B K
k3—4k 84=k—-2 44—k 84=k+2 8 k 44~k 8 Kk
k=3 k=3 k=3 k=3 k=1 k=3 k=5
3 (1 1 T =1 5 T 1 1 &1
= = — —[-1—= -1z —- — 1
nﬂooz;(Zk +4( 2+Zk> 8 57373t 2ol
k=1 k=1 k=1
3 5 1T 1 1 3 125
n—>_+oo_§+§(]+§+§+l_l +O(1)n—>+oo §+9_6+0(”
89
n—)_+0<>9_6 0(])
La série proposée est donc convergente de somme
n2
3)Pourn>1,onposeun:m.Pourn>3
"  m=1)Mn—-2)+3n—-3+1 1 43 1 . 1
A (mn—1)! - (n—=3)! m—=2) " (n-1n"
Les séries de termes généraux respectifs ! ] et ! converge et donc la série de terme général u
& * TeSP m—3) n—2)0 & m_7) e & n
converge. De plus,

+oo +oo

—+o00 le +o0 nz ~+o00 ] ] ]
; m—1) _1+4+n§3(n—1)! :5+§3(n—3)!+3§3(n—z)z+z 1)

+o0o “+00 +o0o
1 1 1
:5+§ E+3E E-ﬁ-g m:5+€+3(6—”+6—2:56.
n=0 n=1 n=2

1)

(2 £ () ()
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n _1\k
5) PournEN*,posonsSn—Zln(1+( ) ).SoitpEN*.

k=2 k
g ()R ¢ 1 1
szp+1_];1n<1+ - )—;(ln(1+ﬁ>+ln<1—2k+]>>

I\/I'd

(In(2k + 1) — In(2k) + In(2k) — In(2k + 1)) = 0.

—_

2p+1 1
D’autre part, S2p = Szpy1 —In 2 T > = In <1 — 2p+1)' Mais alors les suites (Szp)peN* et (Sz»p+])p€N*

convergent et ont mémes limites, a savoir 0. On en déduit que la suite (S, . converge ou encore la série de terme
neN

/\T‘\"

—1m
général In <1 + ( n) >, n > 2, converge et

+oo n
Zln(1+ (_711) ) =0.

n=2

. T 3 a T a
6) Siac ]0, 5 [ alors, pour tout entier naturel n, 7 € ]O, 3 [ et donc cos (2_“) > 0.

1 1
Ensuite, In (cos (2%)) n_}=+00 (1 +0 (22n )) e 0 (22_11) et la série converge. Ensuite,

i (es () =TT (8)) = H(Zz)) :m 2;+1ﬁsin(zz1))

k=0 Zsm(2k k=0 bm(zk

sin(2a)

2n+1 gin (2%)

=In (produit télescopique)

2shxchx = 1 (e*—e ™) (eX+e ™) = % (e” —e %) =sh(2x)

2
puis, en multipliant numérateur et dénominateur par le réel non nul ch? X,
2 2 2
th); _ 2sh)(ch)zc _ sh(2x) — th(2x).
1+th®x ch®’x+sh’x ch(2x)
2 1+th’x 2

puis thx = . Mais alors, pour a e R* et n € N

"th(2x)  thx th(2x) thx

k=0 k=0 th 7T th 7 x=o \ 2¥ 75T Zk th Z_k
2 1
= — (somme télescopique)
th(2a) onth a
n
2 1

n—?!—oo th(2a) a’
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Exercice n° 7 :

Il faut vérifier que nu, — 0. Pour n € N, posons S,, = Z ux. Pour n € N, on a
n—+o0
k=0
2n
0< (2n)upn =2(upn + ... +uzn) <2 Z uy (car la suite u est décroissante)
%,—/
n k=n+1
—‘Z(SZn._'Sn)~
Puisque la série de terme général u, converge, lim 2(S;n —Sn) =0et donc lim (2n)uz, =0.

n—-+oo n—-+4oo

Ensuite, 0 < 2n+ Duzn1 < 2n+ 1wy = (2n)uzn +uzn —4>_ 0. Donc les suites des termes de rangs pairs et impairs
n—-+4oo

extraites de la suite (nu, )nen convergent et ont méme limite & savoir 0. On en déduit que lim mu, = 0 ou encore que
n—-+o00

0sin=0
1
Contre exemple avec u non monotone. Pour n € N, on pose u,, = — sin est un carré parfait non nul .
n
0 sinon
+oo “+oo
La suite u est positive et Z Un = Z — < +o0. Pourtant, pzupz =1 — 1 et donc la suite (nuy) admet une suite
oy - p—+oo

extraite convergeant vers 1. On a donc pas lim nu, =0.
n—-+o00

Exercice n°8 :

Pour n € N| posons u,, = (n+ 1)! (e—Zk')SoitnEN*.

—+ 00
m+1)!
un= ) Kl

k=n+1

1 1 1 1 © 1
= T e om0 Im e M dm 3 maames > m+t2)n+3)...k

k=n+6
+o0o
1 1 1 1 1

On a0 < — - < —.
na <k§+6(n+z)(n+3)... Z n+2 ST Tt 2)p ] Mmt2im+l) S no

- n+2

+oo 1 1

On en déduit que k:;% mM+mi3) ..k =0 <F> Donc
un = 14—y L +0(L)
™ notoeo n+2 m+2)(n+3) (n+2)( +4) (n+2)(n+3)(n+4)(n+5) n4

3(

1 AN N 1 2 3\ ' VAL 1

= 1t (1+2) + 1+ 2 (1 1+ T+-) +—+4o0(—

n—+oo n n? n3 n n4 n4
2 4 8 1 4
1_H+¥_E el "ntw

+
: SO0 R T T
n n n n n n
= 1+ 1—E+i—i LAY R AL LAY A L Y
n—too n n?2 nd n2 n  n? n3 n Y

s
St n nz nd o %\q77 )

n—-+o00

Finalement
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Exercice n°9 :
n n
Pour n € N, posons u,, = sin (7t (2 + \/§) ) D’aprés la formule du bindéme de NEWTON, (2 + \/3;) = An 4+ BnaV3 o
n mn
A, et By, sont des entiers naturels. Un calcul conjugué fournit aussi (2 — \/§) = A, — BpV/3. Par suite, (2 + \/3;) +

(2 — \/g)n = 2A,, est un entier pair. Par suite, pour n € N,
Un = sin (ZAnn— T (2 — \/g)n) = —sin (7t (2 — \/g)n)

n n
Mais 0 < 2—+/3 < 1 et donc (2 — \/§) — 0. On en déduit que jun| ~ (2 — \/§) terme général d’une série

n—+oo n—+oo
géométrique convergente. Donc la série de terme général u,, converge.

Exercice n° 10 :
1

1\* /i 1 1 1
Pour n € N*, on a (./u — E) > 0 et donc 0 < % < 7 (un + F) Comme la série terme général 7 (un + F)

n
converge.

converge, la série de terme général

Exercice n°11 :

Pourn>2,v un #1711 ] 1 et d’autre part v 1 !
- - - - utr T =1— )
T 0w (04w OFw) (O Funt) OFw)... (0 +un) part vi Ty
Donc, pour n > 2
- 1
g T 01w .. (0t (somme télescopique).

Si la série de terme général u, converge alors lim u, =0 et donc 0 <u, ~ In(1+u,). Donc la série de terme
n—-+oo n—-+oo

n

général In(1 4 uy, ) converge ou encore la suite <1n (H 1+ uk)>> converge vers un certain réel {. Mais alors la suite
n>1

k=1
n

n
1
(Hﬂ + uk)> converge vers le réel strictement positif P = e’. Dans ce cas, la suite (Z vk> converge vers 1— P
k=1 n>1 k=1 n>1

Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général In(1 + u, ) diverge vers +o0o et il en est de méme
n n

que la suite <H(1 + uy) . Dans ce cas, la suite <Z vk> converge vers 1.
k=1 n>1 k=1 n>1

Exercice n°12 :

1) Soit n € N.

P —3n?+1=2m+3)n+2)n+1)=15n> =22n— 11 =2(n+3)n+2)n+1) = 15(n +3)(n +2) +53n + 79

=2Mn+3)n+2)(n+1)—15(n+3)(n+2) +53(n+3)—80
Donc
e m-mr+1 &2 15 53 80\ _ se_15(e—1) +53(e—2) — 80 5
é (n+3)! _T§<m_(n+1)!+(n+2)!_(n+3)!)_e_ e lroslema- (e_i)

= —40e + 109.

iy 1
Z 3T e 4109,
— (n+3)!
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n+1

ppre—— Upn. Par suite M+ a4+ Duner = (4 Nu, = (n+ a)u, + (1 — a)uy, puis

2) Por n € N, on a up 1 =

(1—aq) Z :Z (k+a+NDugr—(k+aug)=Mm+a+NDupyr —(a+Du =m+a+ NDupyr — 1.
=1 =1

1
Sia=1,yne N* u, = ey Dans ce cas, la série diverge.

a—1 a—1

= 1
Sia#T,VneN, Y we=——(n+a+Nun—1)=

]_a (a+n+])un+].
k=1

1
T Donc la série de
a p—
terme général u, converge. Il en est de méme de la suite ((a + 1+ 1)un 7). Soit £ = HIE (a4+n+1Dunyg.
n—-+oo

Si a > 1, la suite u est strictement positive et la suite des sommes partielles (Sy,) est majorée par

¢
Sil#0,uny1 ~ ————— contredisant la convergence de la série de terme général u,,. Donc { =0 et
no+oo N+ a+ 1

+o0o ]
v 1 =—.
a> ,HZ:]un —

ITx2x...xn 1
2x3...xm+1) n+1

Si0< a< 1, pour tout n € N*, uy > . Dans ce cas, la série diverge.

Exercice n°13 :

n n
1 1 1
Pour tout entier naturel non nul n, 0 < anp ET— 2 ]; e < ]; & = et la série de terme
général u,, converge si et seulement si p > 2.
Exercice n° 14 :
_1\n—1
La série de terme général —z n > 1, est absolument convergente et donc convergente.
i ! 1 1 1 1 1 1 1 1
Z =l-stg-—gt=(ltatatagt)-2gtat-
n=1
— ]__E_ ]+_L_%j_+“l_+ —-Ei
N 22 22 732 42 0 ) 12
et
5 ] = + 1 + ] +
(2n+1)2 22 42
n=0

Exercice n°15 :
+o0o ]
1) Pour n € N* posons R, = Z — - Puisque la série de terme général X2 k > 1, converge, la suite (Ry,) est définie
k=n-+1
et tend vers 0 quand n tend vers +oco.

2) Pour tout entier k > 2,

1 1 1
<—< —.
(k+1) kz\(k—Uk
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Soient n un entier naturel non nul puis N un entier supérieur ou égal & n+1. En sommant membre & membre les inégalités
précédentes, on obtient

N 1\ N 1 N 1 1
2 <£‘m)\kz g X (1)

k=n+1

1 1 1
1N +] < k;ﬂ W2 < TN Quand N tend vers 400, n étant fixé, on obtient

ou encore

1 1
—— <R < —.
n+1 "

1
Le théoréme des gendarmes montre alors que nR;, tend vers 1 quand n tend vers +o0o ou encore R,, ~ — ou enfin

n—+oco M
1 1
Rhn = —+o (—)
n—+oo M n

3) Soient n un entier naturel non nul puis N un entier naturel supérieur ou égal a n+ 1.

N
Z IR D (somme télescopique)
k—1 k/ n N P

k=n+1

=t 1 1
Quand N tend vers +o00, n étant fixé, on obtient - = Z =1 %) Par suite, pour tout entier naturel non nul n,

R_.IiJroo]_Jroo 1_]7+oo ]_ ]
=2 @ X (m £>—k§](ﬁ W—n)

k=n+1 k=n+1
-y =T _1
k=n+1

Pour tout k > 2, on a

1 - 1 _ 1
(k—Dk(k+1) T k2(k—1) ~ (k—=2)(k— 1k

et donc
N 1 N 1 N 1
Yoo Y <Y
Nl (k—TDk(k+1) St k?(k—1) Bt (k—2)(k— 1)k
N 1 N 1 1 1 N
EnSlllteyk:;H (k ” k+] Z]( _] k k(k+])) E(n(n+])_N(N+1 ) Z k 2 —1)

1 - 1 1 1 1 1 Cd
;2 ((k—z)(k—n_(k—nk)_E((n—nn_(N—nN)e one

1 1 ! 1 1
§<n(n+1)_NN+1) Z JR2k=T) —1 ((n—Un_(N—])N)'

Quand N tend vers 400, n étant fixé, on obtient

1 Z o ,
1) S A k=T S 2m—1n P
1 1 1

—s——=— <SR- — <

2m—1n n> 2nn+1)

1
Le théoréme des gendarmes montre que —2n? (Rn — —) 1+ 0(1) ou encore
n n—-+oo

1 1 1

- — ___+0 -
k? no4on 2n? n?

k=n+1
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Exercice n° 16 :

1 1 1 1
Soit N*. P N* —5=—|—————).D N
oit p € our n € N*\ {p}, nT—pI " 3p ( > onc pour N > p,

1 1 1 1 1 1 1
N I Rt1 WP N LIPS

2
1<in<Nonzp TP P andNn 1-p<KSN-p, kA0 pH1<k<NTp, kr2p
5 N N“’1+1+"1>_1 3 NZ“’ 1
p k=1 k k=1 k k=1 ko 2p k=1 k p\2p k=N—p+1 k
RELE. 1 1
Maintenant, Z —=_———+4...+ —— est une somme de 2p termes tendant vers 0 quand N tend vers +oo.
k N-p+1 N+p
k=N—-p+1
N+p
Puisque 2p est constant quand N varie, Nhn+100 Z K= 0 et donc
k=N—p+1
1 1 3 3 1 < 3
1 =10 D (ID MR B s o
2_ 2 2 2_ 2 2
neN e TPT 2P Zp Ap pen \nenrmgp ™ TP ot 8
Pour n € N* donné, on a aussi Z ] Z ] 3 et donc
ur nné, on a aussi —_— = —_— = n
’ nZ —p? pZ—n2 42
pEN*, p#n pEN*, p#n

1
> > n_p? :_%,

neN* \ peN*, p#n

Ainsi, les deux sommes existent et ne sont pas égales ou encore E E #* E E .
n p p n

Exercice n° 17 :

Soit n € N.

1 11 (_42\n+41
tdet:J ! dt—J 1(7”&[
0

= 0 = 0 T+t2 o 1—(-t?)
1 2\ n+1
—t
[,
o T+t
Par suite, pour N € N,
N 1 N 2yn+1 1 2\N+1 1 2 T {2N42
(—t7) J 2,1 —(=t%) J t N]J t
= ———dt = —t)————— dt =— —— dt+ (—)N* —— dt.
nZ:O”“ Lr;) 142 R (e s e T ATy
N1 1 t2N+2 1 t2N+2 1 IN42 ‘I ‘I
+ _ _
Or |(—=1) L m = L m dt < L t dt = N3 Comme N3 tend vers 0 quand N tend vers
T 42N+2
+00, il en est de méme de (—1)N+! J 5L dt. On en déduit que la série de terme général u,,, n € N, converge et de
0

plus
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Exercice n° 18 :

1) On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers. Notons (pn)nen+ la suite strictement croissante des nombres
1

premiers. La suite (pn )nen+ est une suite strictement croissante d’entiers et donc lim pn = +ooouencore lim — =0.
n—-+4oo N—+00 Ppy

1 —1
1 1 1 1
Par suite, 0 < — ~ In <<1 — —> ) et les séries de termes généraux — et In <<1 — —> ) sont de méme

Pn n—too Pn Pn Pn
nature.
1\
Il reste donc & étudier la nature de la série de terme général In ((1 — —) )
n
+o00o 1 —1 N 1
2) Montrons que VN € N*, In 1—— >1n - 1.
) Montrons 4 Sel05) )i
Soit n > 1. Alors p_ < 1 et la série de terme général —-, k € N, est une série géométrique convergente de somme :
n n
+oo 1 1 —1
> =15 -
k=0 Pn Pn

Soit alors N un entier naturel supérieur ou égal a 2 et p1 < pz... < pn la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a

N.

In(N
Tout entier entre 1 et N s’écrit de maniére unique p?‘ .. .pEk onvVie[l,n],0<Pi<a=E ( n(N)

In(p+)

) et deux entiers

distincts ont des décompositions distinctes. Donc

-1
(car Vk € N*, (1—L> >1)
Px

k=1 izo Pk =
n [ea% 1 1
() & e
k=1 i=0 'k 0SB 1< yeeny. . OSPrStn p] <+ Pn
AR
su(3 )
k=T
AR
Cette inégalité est vraie pour tout entier naturel non nul N. Puisque lim In Z — | = +o0, quand N tend vers +oo,
N—+o0 1 k
+o0o 1 —1 400 1 1
on obtient Z In <1 — —> > 400 et donc Z In (] — —) = +00.
— y —
La série de terme général In (1 — p_> diverge et il en est de méme de la série de terme général P_
k n

(Ceci montre qu’il y a beaucoup de nombres premiers et en tout cas beaucoup plus de nombres premiers que de carrés
parfaits par exemple).
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